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Complex Numbers  الاعداد المركبة
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Chapter One

الرمز او العلاقة الرياضية  المصطلح

R(z) = x = r cos θ
I (z) = y = r sin θ  

arg (z) = θ
r = ||z|| = mod z

LHS
RHS

w
N
Z
Q
R
 

R (z):z الجزء الحقيقي للعدد 
I (z): z الجزء التخيلي للعدد

z سعة العدد المركب
z مقياس العدد المركب

الطرف الايسر 
الطرف الايمن

الأعداد الكلية
الطبيعية  الاعداد 

 الاعداد الصحيحة  
النسبية       الاعداد 

 الاعداد الحقيقية 

 
المركبة 5 الاعداد  C
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 [1-1] الحاجة الى توسيع مجموعة الاعداد الحقيقية.

لقد درسنا في الصفوف السابقة حل المعادلة الخطية )Linear Equation(، وعرفنا انه يوجد حل 
واحد في مجموعة الاعداد الحقيقية لاية معادلة خطية. 

وعند دراستنا للمعادلة التربيعية تبين أنه لنوع معين منها حل في مجموعة الاعداد الحقيقية، ونوع آخر لا 
يوجد لها حل في هذه المجموعة، مثل المعادلات :)x2 + 4x+ 5 =0( ، ) x2 + 1 = 0(   وكما تعلمت 
التربيعية التي يكون مميزها )b2 - 4ac( عدداً سالباً لا يوجد لها حل في مجموعة الاعداد  ان المعادلات 

الحقيقية. 
ان ظهور مثل هذه المعادلات في العديد من التطبيقات الفيزياوية والهندسية ادى الى الحاجة الى توسيع 
مجموعة الاعداد الحقيقية الى مجموعة اوسع منها هي مجموعة الاعداد المركبة والتي سوف تكون موضوع 

دراستنا في هذا الفصل. 
 )-1( يساوي  مربعه  حقيقياً  عدداً  لانجد   )x2=-1( أو   )x2+1=0( المعادلة  حل  نريد  عندما  إننا 
1−  وهو غير حقيقي ونرمز له بالرمز  )i( ويسمى الوحدة التخيلية  لذلك نفترض وجود عدد يساوي  

)Imaginary Unit( وهو ليس من الاعداد التي تقرن مع العد أو القياس. 
إن العدد )i( يحقق الخواص الجبرية للاعداد الحقيقية ما عدا خاصية الترتيب، ولهذا نستطيع حساب 

قوى )i( كما في الأمثلة الآتية:

i2   =   -1
i3   =   i2. i   =  )-1(.i    =   -i
i4   =   i2. i2   =   )-1( )-1(  = 1
i27  =    i26.i   =   )i2(13.i  =  )-1(13.i  = -i
i81  =    i80.i= )i2(40.i   =   )-1(40.i   =   1.i   =  i
i-7    =     )i(-8.i   =   )i2(-4.i   =  )-1(-4 . i   =  i 
i-15=    i-16.i   =   )i2(-8.i    =    )-1(-8 . i   =    i 

             i4n+r = ir ,   n ∈N ,  r= 0, 1, 2, 3    حيث     
  

وبصورة عامة يكون

    {- i, i , -1 ,1 } لعدد صحيح موجب فالناتج يكون احد عناصر المجموعة )i( وهذا يعني انه عند رفع

.)i( والباقي هو الأس الجديد الى )( على )4i( حيث نقسم أس

فمثلًا :      i25 = i                  لأن ناتج قسمة 25 على 4 يساوي 6 والباقي 1. 
                   i99 = i3 = -i        لأن ناتج قسمة 99 على 4 يساوي 24 والباقي 3 . 

مثال- 1-  اكتب ما يلي في ابسط صورة:

)a(  i16     )b(  i58    )c( i12n+93    )d( i-13

الحل:

)a(  i16  =  i4 )4( + 0  =  i0  =  1
)b(  i58  =  i4 )14( + 2  =  i2  =  -1
)c(  i12n+93= )i4(3n . i93 = )1(3n  i4)23(+1=)1()i(=i

)d( i-13 =  
1
i13

 =
i16

i13
 =i3 = -i

يمكننا كتابة الجذور التربيعية لأي عدد حقيقي سالب بدلالة i فمثلاً:ملاحظـة

−16 = 16 . −1 = 4 i

−25 = 25 . −1 = 5 i

−12 = 12 . −1 = 2 3 i

−15 = 15 . −1 = 15 i







[1-1-2]
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مثال- 3 -  جد قيمة كل من  y , x الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلة في كل مما يأتي . 

a( 2x -1 +2i  = 1+)y+1(i .

b(  3x+4i = 2 +8yi

c(  )2y+1( - )2x-1(i = -8+ 3i

الحل:

a(   ∵  2x-1 +2i = 1+)y+1(i 

        ∴  2x -1 = 1  ⇒  2x = 2 

                                   ⇒     x =1

    2 = y+1  ⇒   y = 2-1

     ∴  y=1

b(   3x+4i = 2 + 8yi  

        ∴	3x = 2  ,  4 = 8y  ⇒

          x=   2
3

   ,   y =  4
8

 =  1
2

   

c(    ∵  )2y+1( - )2x-1(i = -8 + 3i

         ∴  2y+1 = - 8  ,  - )2x -1 ( = 3  ⇒

                    2y =    -9     ,  -2x  = 2  ⇒

                     y =    −9
2

    ,   x = -1

 [2-1] العمليات على مجموعة الاعداد المركبة.

 : áÑcôŸG OGóY’G áYƒª› ⋲∏Y ™ª÷G á«∏ªY : k’hG

ليكن c2 = a2 + b2i , c1 = a1 + b1i  حيث         ∋ c1, c2  		فان  
c1 + c2 = )a1 + a2 ( + )b1 + b2 ( i
وكما تعلم أن:  R	a1 + a2(   ∈   R ،)b1 +b2 ( ∈ ( لان مجموعة الاعداد الحقيقية مغلقة 

تحت عملية الجمع . 
 ∴	 )a1 + a2 ( + )b1 + b2 ( i  ∈		 

                        اي ان مجموعة الاعداد المركبة مغلقة تحت عملية الجمع.

تعـــريـف [1-3]

 جد مجموع العددين المركبين في كل مما يأتي : 
مثال- 4-

a)3+ 4 2i,  5−2 2i

b)3,  2−5i
c)1− i, 3i

الحل : 

a)(3+ 4 2i)+(5−2 2i)= (3+5)+(4 2 −2 2)i                                                        
                                                   =8+2 2i

b)(3)+(2−5i)= (3+0i)+(2−5i)

                             = (3+2)+(0−5)i  = 5−5i
c)(1− i)+ 3i = (1− i)+(0+ 3i)

                        = (1+0)+(−1+ 3)i   =1+2i                              



[1-2-1]
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خواص عملية الجمع على مجموعة الاعداد المركبة

تتمتع عملية الجمع على الاعداد المركبة بالخواص الآتية: 
∀c1, c2, c3 ∈   

                                                                                                                                                                             فان: 

(1) c1 + c2 = c2 + c1                                                                 (Commutativity) . الخاصية الابدالية * 
(2) c1 + (c2 +c3) = (c1 + c2) +c3                              (Associativity)  .الخاصية التجميعية *
(3) 																										       (Additive Inverse) .النظير الجمعي *

(4) e =  0 = 0 + 0i ∈       ويُعرف e يرمز له بالرمز Additive Identity .العنصر المحايد الجمعي*

         

مثال- 5-  جد ناتج :        
(7-13i) - (9+4i)

الحل : 

(7-13i) - (9+4i) 
=(7-13i) + (-9 -4i)  
=(7-9)  + (-13 - 4)i 
=  -2 - 17i

مثال- 6-  حل المعادلة: 

(2-4i) +x=-5+i    
                                     x ∈ حيث   

الحل : 

(2-4i) +x= -5+i   

(2-4i)+(-2+4i)+x = (-5+i)+(-2+4i) 

 

باضافة النظير الجمعي للعدد (4i-2) للطرفين

 ∴   x =  (-5+i)+(-2+4i)

             =  (-5-2)+(1+4)i

        x  =  -7+5i

: عملية الضرب على مجموعة الاعداد المركبة : 
ً
ثانيا

لايجاد عملية ضرب عددين مركبين نقوم بضربهما بصفتهما مقدارين جبريين ونعوض بدلاً من i2 العدد 

(1-) كما يأتي:

 اذا كان    c2 = a2 + b2i       ,       c1 = a1 +b1i   فان                                             

           c1. c2 =  (a1+b1i) (a2 + b2i) 

                   =   a1a2 + + a1 b2i + a2 b1i + b1 b2i
2

                     =   a1 a2 + a1 b2i + a2 b1i - b1b2

                  =  (a1a2 - b1b2 )+ (a1 b2 + a2b1)i 

c  فان           ملاحظـة = a +b i

m c = m a + m b i

           m ∈R اذا كان  ،    

C




∀c ∈£ , c = a +bi ∃ z ∈£ : c + z = z+ c = 0 ⇒ z = −c = −a −biC



∀c ∈£ , c = a +bi ∃ z ∈£ : c + z = z+ c = 0 ⇒ z = −c = −a −biC



∀c ∈£ , c = a +bi ∃ z ∈£ : c + z = z+ c = 0 ⇒ z = −c = −a −bi

C

ملاحظـة
ان طرح أي عدد مركب من آخر يساوي حاصل جمع العدد 

المركب الاول مع النظير الجمعي للعدد المركب الثاني.
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مثال- 6-  حل المعادلة: 

)2-4i( +x=-5+i    
                                     x ∈ حيث   

الحل : 

)2-4i( +x= -5+i   

)2-4i(+)-2+4i(+x = )-5+i(+)-2+4i( 

 

باضافة النظير الجمعي للعدد )4i-2( للطرفين

 ∴   x =  )-5+i(+)-2+4i(

             =  )-5-2(+)1+4(i

        x  =  -7+5i

 : áÑcôŸG OGóY’G áYƒª› ⋲∏Y Üô°†dG á«∏ªY :kÉ«fÉK

لايجاد عملية ضرب عددين مركبين نقوم بضربهما بصفتهما مقدارين جبريين ونعوض بدلًا من i2 العدد 

)1-( كما يأتي:

 اذا كان    c2 = a2 + b2i       ,       c1 = a1 +b1i   فان                                             

           c1. c2 =  )a1+b1i( )a2 + b2i( 

                   =   a1a2 + + a1 b2i + a2 b1i + b1 b2i
2

                     =   a1 a2 + a1 b2i + a2 b1i - b1b2

                  =  )a1a2 - b1b2 (+ )a1 b2 + a2b1(i 

c  فان           ملاحظـة = a + b i

m c = m a + m b i

           m ∈R اذا كان  ،    

C



[1-2-2]



[1-3-1]
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مثال- 8- اذا كان    c1 = 1 + i     ,     c2 = 3 - 2i    فتحقق من :

(1)   c1±c2 = c1±c2        (2)   



c1 g c2 = c1 g c2  

يتضح من تعريف المرافق أنه يحقق الخواص الآتية:ملاحظـة

1)  c1±c2 = c1 ±c2

2)   



c1 g c2 = c1 g c2
   

3)   c= c

4)   c . c = a2 +b2 اذا كان c = a + bi فان  

5)   c= c اذا كان R	∋    فان   

 6)
 

 الحل:

(1)  c1+c2 = (1+ i)+ (3− 2i)

                     = (4− i)= 4+ i

         c1+c2 = (1+ i)+ (3− 2i)

                    = (1− i)+(3+2i)  = 4+ i

∴c1+c2 = c1+c2

(2)  
c1 g c2 = (1+ i)(3−2i)

         = 3−2i+3i −2i 2  = 5+ i  = 5− i

         c1 . c2 = (1+ i) (3− 2i)  = (1- i) ( 3+2i)

      




∴c1 g c2 = c1 g c2

c

i i

i

i i

i i i

i i

iiiii

i i

i

  = (3+ 2)+ (2− 3)i   =5− ii i

c1

c2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

c1

c2

c2 ≠ 0

c1 − c2 = c1 − c2  تأكد بنفسك ان 

,

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

=
1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i

c1

c2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

c1

c2

c2 ≠ 0

c1

c2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

c1

c2

c2 ≠ 0
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مثال- 9- جد النظير الضربي للعدد  c = 2 - 2i  وضعه بالصيغة العادية للعدد المركب.

   1
c

الحل: النظير الضربي للعدد c هو 
1

c
=

1

2− 2i

     
=

1

2− 2i
×

2+ 2i
2+ 2i   

=
2+ 2i
4+ 4

=
2+2i

8

     
=

1

4
+

1

4
i

−3 بالصيغة العاديّة للعدد المركب.  2i
5+ i

مثال- 10- ضع العدد 

الحل:
3− 2i
5+ i

=
3− 2i
5+ i

×
5 − i
5 − i

            

             
=

(15− 2)+ (−3−10)i
25+1   

=
13−13i

26

      

                                                            
=

1
2
−

1
2

i

c
1

c
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

c
1

c
2

مثال- 11- اذا كان  c2 = 1 + i   ,   c1 = 3 - 2i     فتحقق من :  

c1الحل : 

c2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

3− 2i
1+ i

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

i

i i i
i i

i

i
i

i i i
i i i

i i

i

i
i

3− 2i
i

=
x+ yi
1− 5i

xi + yi 2 = 3−15i − 2i +10i 2

xi − y = 7−17i
∴ x = −17

y = 7

. x, y ∈ R −x مترافقان فجد قيمة كل من   yi
1+ 5i

=
3− 2i

i
اذا كان 

xi − y = −7−17i
∴ x = −17

y = 7

,

xi − y = −7−17i
∴ x = −17

y = 7

3− 2i
i

=
x − yi
1+ 5i

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
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=

3− 2i
1+ i

×
1− i
1− i

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

 
=

3− 3i − 2i + 2i 2

1+1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

                     
=

1−5i
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

1
2
−

5
2

i
 
=

1
2
+

5
2

i

                      

c1

 c2    

c1

c2

=
3− 2i
1+ i

=
3+ 2i
1− i

                     
=

3+2i
1− i

×
1+ i
1+ i  

=
3+ 3i + 2i + 2i 2

1+1

 

                     
=

1+ 5i
2

=
1
2
+

5
2

i

       
∴

c
1

c
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

c
1

c
2

 :a+bi مثال- 12- ضع كلاً مما يأتي بالصورة

a)  1+ i
1− i

                                 b)       2 − i
3+ 4i

                              c)  1+ 2i
−2+ i

i i i i i
i i

i i i

i i
ii

i i i i i
i i

ii

i
i

i
i

i
i

ملاحظـة
لاجراء قسمة العدد المركب c1 على العدد المركب c2 حيث 

c1  بمرافق المقام فيكون:

c2

c2≠0  فاننا نضرب بسط ومقام المقدار  

c1

c2

=
c1

c2

×
c2

c2

الحل:

a)  1+ i
1− i

=
1+ i
1− i

×
1+ i
1+ i

  = 1+ 2i + i 2

1+1
=

2i
2
= i = 0+ i

b)   2 − i
3+ 4i

=
2 − i
3+ 4i

×
3− 4i
3− 4i                                                         

=
6 −8i −3i + 4i 2

9+16   
=

2 −11i
25

=
2

25
−

11

25
i

c)   1+ 2i
−2+ i

=
1+ 2i
−2+ i

×
−2 − i
−2 − i

   = −2 − i − 4i − 2i 2

4 +1
  = −5i

5
= −i = 0 − i

يمكن تحليل x2+y2 الى حاصل ضرب عددين مركبين كل ملاحظـة
منهما من الصورة a+bi وذلك :

x2 +y2 = x2 - y2 i2       = (x-yi)(x+yi)

  b,a حيث a+bi مثال- 13- حلل كلاً من العددين 10 ، 53 الى حاصل ضرب عاملين من صورة

                                 عددين نسبيين .

الحل: 

او                       1 + 9 = 10 ●                       10 = 1+9           

           = 9-i2                                                                                      = 1-9i2

           = (3-i)(3+i)                                             = (1-3i)(1+3i)

او                   4 + 49 = 53●                   53 = 4 + 49 

           = 49 - 4i2                                                    = 4 - 49i2 

           = (7 - 2i ) (7 + 2i)                                 = (2-7i)(2+7i)
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الحل:

a(  1+ i
1− i

= 1+ i
1− i

× 1+ i
1+ i

  = 1+ 2i + i 2

1+1
= 2i

2
= i = 0 + i

b(   2 − i
3+ 4i

= 2 − i
3+ 4i

× 3− 4i
3− 4i                                                         

= 6 − 8i − 3i + 4i 2

9 +16   
= 2 −11i

25
= 2

25
− 11

25
i

c(   1+ 2i
−2 + i

= 1+ 2i
−2 + i

× −2 − i
−2 − i

   = −2 − i − 4i − 2i 2

4 +1
  = −5i

5
= −i = 0 − i

يمكن تحليل x2+y2 الى حاصل ضرب عددين مركبين كل ملاحظـة
منهما من الصورة a+bi وذلك :

x2 +y2 = x2 - y2 i2       = )x-yi()x+yi(

  b,a حيث a+bi مثال- 13- حلل كلًا من العددين 10 ، 53 الى حاصل ضرب عاملين من صورة

                                 عددين نسبيين .

الحل: 

او                       1 + 9 = 10 ●                       10 = 1+9           

           = 9-i2                                                                                      = 1-9i2

           = )3-i()3+i(                                             = )1-3i()1+3i(

او                   4 + 49 = 53●                   53 = 4 + 49 

           = 49 - 4i2                                                    = 4 - 49i2 

           = )7 - 2i ( )7 + 2i(                                 = )2-7i()2+7i(

i i i
i i i

i i i
i i

i i i i i i i i
iii

i i i i i i i i i
iii
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 [4-1] الجذور التربيعية للعدد المركب .
منهما  ± يحقق كل  a يوجد عددان حقيقيان هما  فانه  a عدداً حقيقياً موجباً  اذا كان  أنه  تعلمت  لقد 

±  الجذرين التربيعيين للعدد a. أما اذا كان a = 0 فان له جذر واحد هو  0. a المعادلة x2 = a ويسمى 
والآن سنتناول دراسة الجذور التربيعية للعدد المركب . 

.c = 8 + 6i  مثال- 14- جد الجذور التربيعية للعدد

 x + yi هو c الحل:  نفرض ان الجذر التربيعي للعدد

∴(x + yi)2 = 8 + 6i ⇒

x2 + 2xyi + i 2 y2 = 8 + 6i ⇒

(x2 − y2 )+ 2xyi = 8 + 6i ⇒

            
                                   من تعريف تساوي عددين مركبين                                                             
x2 − y2 = 8.................(1)

2xy = 6 ⇒ y = 3

x
.......(2)





      
x2وبالتعويض من المعادلة )2( في المعادلة )1( ينتج :  − 3

x








2

= 8 ⇒

x2 − 9

x2
= 8 ⇒

x4 − 8x2 − 9 = 0 ⇒

(x2 − 9)(x2 +1) = 0 ⇒

x = ±3 or x2 = −1                     ) x  X ∈ R x2  ) تهمل لان      = −1

                 
y = 3

±3

وبالتعويض في المعادلة )2(  عن قيمة x نحصل على :                                 
                  

∴ y = ±1                                                                                                                      
x 3 -3
y 1 -1

∴	c1 = 3 + i    و    c2 = -3 - i
                                             -3 -i    ,    3 + i      هما   c      أي أن جذري العدد    

i i

i i i

i i

≠ x2 ينتج :   بضرب الطرفين في0 

او
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8i, -i ، -17 ، -25 : مثال- 15- جد الجذور التربيعية للاعداد

الحل:    
a(        c2 = −25 ⇒
              c = ± −25

  = ± 25i   = ±5i

b(         c2 = −17 ⇒
               c = ± −17
               
              

⇒ c = ± 17 i

c(                                                                     -i هو الجذر التربيعي للعدد )x+yi( نفرض ان
            ∴(x + yi)2 = −i ⇒   x2 + 2xyi + y2 i2 = 0 - i
             x2 − y2 = 0.......(1)
             2xy = −1
             

∴ y = −1

2x
.........(2)              

            وبالتعويض من المعادلة )2( بالمعادلة )1( ينتج:

             
x2 − 1

4x2
= 0 ⇒

≠ 4x2 ينتج :                            بضرب الطرفين في 0 
             4x4 −1 = 0 ⇒
             (2x2 −1)(2x2 +1) = 0                                                                            

x2           ) يهمل لان x  ∈ R(                                                         اما   = − 1

2
            

                                                                                                       x = ± 1

2
او            

       

∴ y = − 1

±2x 1

2















           
               

y = ± 1

2   +  y = ± 1

2      

i

i

ii

±)2(

i

وبالتعويض في )2( عن قيمة x نجد : 

نفرض ان :

نفرض ان :
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x 1
2

− 1
2

y − 1
2

1
2

± 1

2
− 1

2
i







		  التربيعيان هما -i جذرا العدد	∴                                                       

d(     ∴ (x + yi)2 = 8i ⇒                            8i  هو الجذر التربيعي للعدد  x+yi  نفرض ان
            x2 + 2xyi − y2 = 8i ⇒ 0+8i
            x2 − y2 = 0........................(1)
            

2xy = 8 ⇒ y = 4

x
..............(2)

          وبالتعويض من  المعادلة )2( في المعادلة )1( ينتج : 
            

x2 − 16

x2
= 0 ⇒

 
≠  x2  ينتج:                        وبضرب الطرفين في 0 

            x4 − 16 = 0 ⇒

            (x2 − 4)(x2 + 4) = 0 ⇒

                                              )x  ∈ R يهمل لان (                   x2 = -4                    اما
                                                                                   x2 = 4 ⇒ x = ±2 او                 

y = 4

±2
= ±2          وبالتعويض في المعادلة )2( عن قيمة x ينتج:                                           

x 2 -2
y 2 -2

±   )2+2i(    8 التربيعيان هماi  جذرا العدد		∴   

i

i i

i
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 [5-1] حل المعادلة التربيعية في (   ) .

≠  a  وان a, b, c ∈  R  حلين  تعلمت من المرحلة المتوسطة ان للمعادلة ax2 + bx + c = 0  حيث  0 
يمكن ايجادهما بالدستور :  

         
x = −b± b2 − 4ac

2a                                                
=V   سالباً فانه لا يوجد للمعادلة حلول حقيقية ولكن يوجد  b2 − 4ac      وعرفت أنه اذا كان المقدار المميز  

لها حلان في مجموعة الاعداد المركبة . 

مثال- 16-  حل المعادلة    x2 + 4x + 5 = 0   في مجموعة الاعداد المركبة.

الحل:   حسب القانون )الدستور(:
x = −b± b2 − 4ac

2a

    
= −4 ± 16 − (4)(1)(5)

2(1)

    
= −4 ± 16 − 20

2

    
= −4 ± −4

2

    
= −4 ± 2i

2               
= −2 ± i

                                             −2 − i , −2 + i    

                       

ax2 التي ملاحظـة + bx + c = 0 من الدستور نعلم ان جذري المعادلة التربيعية 
معاملاتها حقيقية هما :

x2 = −b− b2 − 4ac
2a      

x1 = −b+ b2 − 4ac
2a

x1 . x2 = c
a

x1     وحاصل ضرب الجذرين هو :   + x2 = −b
a

ومجموع الجذرين هو :  

i i

i i اذاً مجموعة حل  المعادلة  هي:

C

}}
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ويمكن الافادة من هذه الخواص كما يأتي :

 a,b,c ∈   R  , ax2+bx+c = 0 , a≠ 0  احد جذري المعادلة (y ≠ 0)   x + yi   اولاً : اذا كان
فان   x - yi هو الجذر الآخر لها .

                                                                                 والتي هي عبارة عن:
     

x2 + b
a

x + c
a

= 0

                                                                                           
x2 -  (مجموع الجذرين ) x   +   (حاصل ضرب الجذرين )  = 0      
                          

.  ±   (2+2i)    مثال- 17- جد المعادلة التربيعية التي جذراها

الحل: مجموع الجذرين هو:        

                                           
(2-2) + (2-2) i = 0

                               (2+2i)(-2-2i)  =  -(2+2i)2               : حاصل ضرب الجذرين هو
                                                                =  -(4 + 8i + 4i2) 
                                                                = -8i

∴	المعادلة التربيعية هي : 
                      
                      x2 − 8i = 0 ⇒ x2 = 8i

. 3-4i  ن المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذريها مثال- 18- كوَّ

 3-4i       الحل : بما أن معاملات المعادلة حقيقية وأحد جذريها

  3+4i                        الجذر الاخر هو المرافق له وهو	∴                        

                          مجموع الجذرين = 6                  وحاصل ضربهما = 25

∴	المعادلة هي :	
x2 - 6x + 25 = 0

i i

ثانياً : بقسمة طرفي المعادلة ax2+bx+c = 0  على a≠ 0  نحصل على

x2 − 0x + (−8i) = 0 ⇒

(2+2i)(-2-2i) = 
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 [6-1] الجذور التكعيبية للواحد الصحيح.

     ليكن  z  احد الجذور التكعيبية للواحد الصحيح :    
                    z3 − 1 = 0 ⇒               فان z3 =1      ومنها  :                                                                  
                    (z −1)(z2 + z+1) = 0 ⇒

                    either z = 1 or z2 + z+1 = 0

z2 نستخدم الدستور : + z+1 = 0 ولحل المعادلة  
                                                       

                            
z = −b± b2 − 4ac

2a

                               
= −1± 1− (4)(1)(1)

(2)(1)

                               
= −1± −3

2

                               
= −1

2
± 3

2
i

اي ان الجذور التكعيبية للواحد الصحيح الموجب هي : 

1  ,   − 1
2

+ 3
2

i    ,   − 1
2

− 3
2

i

ان مربع أي من  الجذرين التخيليين يساوي الجذر التخيلي الاخر وهما مترافقان )تحقق من ذلك(

. ω2 ω  ”ويقرأ أوميكا Omega“ فان الجذر الآخر هو  فاذا رمزنا لاحد الجذرين التخيليين بالرمز 

ولذلك يمكن كتابة الجذور التكعيبية للواحد الصحيح على الصورة :  

                                  1, ω  ,   ω2

i

i i

او أما
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وهذه الجذور تحقق الخواص الآتية: 

1(   1 + ω  +  ω2  = 0

2(    ω3  = 1

ومن الخاصية الاولى نحصل على الاتي:

 1(   ω   +  ω2  = -1           )2(  1+ ω   = - ω2                )3( 1+  ω2  = -ω   

 4(  ω   = - 1 -  ω2             )5(   ω2  = - 1 - ω         )6(  1= -ω  - ω2

 7( ω −ω2 = ± 3 i

ومن الخاصية الثانية يمكن التوصل الى النتائج الاتية: 
ω4 = ω3. ω = 1. ω = ω

ω−4 = 1

ω4
= 1

ω
= ω3

ω
= ω1

ω3 . ω
= 1

ω
= ω3

ω
= ω2

ω5 = ω3. ω2 = 1. ω2 = ω2

ω−5 = 1

ω5
= 1

ω3. ω2
= 1

1. ω2
= ω3

ω2
= ω

ω6 = (ω3 )2 = (1)2 = 1

ω−6 = 1

ω6
= 1

1
= 1

ω( لاعداد صحيحة تأخذ احدى القيم :  وبالاستمرار على هذا النحو فان قوى )

                   1, ω  ,   ω2

وتتكرر هذه القيم كلما زادت الاسس على التوالي بمقدار )3( . 

         ω3n+r = ω r

           r = 0, 1, 2         ,      عدد صحيح n  حيث   

      بمعنى أن :
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ω33  ،  ω 25  ، ω مثال- 19-     جد ناتج :  58-

الحل :

ω25 = ω3(8)+1 = ω1 = ω

ω−58 = (ω−60 )(ω2 ) = 1. ω2 = ω2

ω ω( على )3( هو الاس الجديد الى  باقي قسمة أ س )
      بمعنى أن :

مثال- 20- اثبت ان :

a) ω7 +ω5 +1 = 0

b) (5 + 3ω + 3ω2 )2 = −4(2 +ω + 2ω2 )3 = 4

الحل : 

                               =

a) ω7 +ω5 +1 = ω6 . ω +ω3. ω2 +1

ω +ω2 +1 = 0

b) (5 + 3ω + 3ω2 )2 = 5 + 3(ω +ω2 )[ ]2

= [5 − 3]2 = (2)2 = 4

كذلك     
−4(2 +ω +2 ω2 )3

= −4[2(1+ω2 )+ω]3

= −4[−2ω +ω]3

= −4(−1) = 4

∴(5 + 3ω + 3ω2 )2 = −4(2 +ω + 2ω2 )3 = 4

)حَسب الخاصية الاولى(

ω33 = ω3(11)+0 = ω0 = 1

ω−58 = ω3(−20)+2 = 1 . ω2 = ω2

= −4 [ −ω] 3

a) ω7 +ω5 +1 = ω6 . ω +ω3. ω2 +1

ω +ω2 +1 = 0

a) ω7 +ω5 +1 = ω6 . ω +ω3. ω2 +1

ω +ω2 +1 = 0

LHS

    RHS

a) ω7 +ω5 +1 = ω6 . ω +ω3. ω2 +1

ω +ω2 +1 = 0

b) (5 + 3ω + 3ω2 )2 = 5 + 3(ω +ω2 )[ ]2

= [5 − 3]2 = (2)2 = 4

المقدار الثاني

المقدار الاول

a) ω7 +ω5 +1 = ω6 . ω +ω3. ω2 +1

ω +ω2 +1 = 0

a) ω7 +ω5 +1 = ω6 . ω +ω3. ω2 +1

ω +ω2 +1 = 0−4(2 +ω + 2ω2 )3

a) ω7 +ω5 +1 = ω6 . ω +ω3. ω2 +1

ω +ω2 +1 = 0
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a(                                         ن المعادلة التربيعية التي جذراها مثال- 21- كوَّ

b(                                                                                                                            
الحل :

مجموع الجذرين     

∴ المعادلة هي :  

1− iω2 , 1−ωiωii

1− iω2( ) 1−ωi( )

= 1− iω − iω2 + i 2ω3

= 1− i(ω +ω2 )−1×1

= i

iωi

i i
i

i

i
1− iω2( ) + 1−ωi( )

= 2 − i(ω2 +ω)

= 2 + i

i
i

i ωi )

2

1−ω
,

2

1−ω2

 حاصل ضرب الجذرين

x2-)2+i(x+i=0 

a(

b(

                                  

2

1−ω
+ 2

1−ω2

مجموع الجذرين  حاصل ضرب الجذرين

2

1−ω
.

2

1−ω2

2 − 2ω + 2 − 2ω2

1−ω2 −ω +ω3

4 − 2(ω +ω2 )

2 − (ω +ω2 )

= 6

3
= 2

4

1−ω2 −ω +ω3

4

3

x2-2x+      = 0 4∴ المعادلة هي :  

3

=

=

=

=

)-1( )1(+
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 [7-1] التمثيل الهندسي للاعداد المركبة. 
Geometric Representation of Complex Numbers.
مركب عــدد  كـــل  باقران  فانه  المحـــورين.  المتعامــــد  الاقليـــدي  المستــوي  يمـثل   (R2 (او   E2 كان  اذا    
x,y  ∈  R) بالنقطة (x,y) في E2 نحصل على تطبيق تقابل من  E الى R2 .  وفي   x+yi (حيث 
هذا المستوي سنمثل هندسياً بعض العمليات الجبرية البسيطة في الجمع والطرح في E والتي تقابل هندسياً 

.(R2 او) E2 العمليات في
سوف نتناول في هذا البند والبنود اللاحقة تمثيل بعض العمليات على الاعداد المركبة هندسياً والتي سنطلق 
على الاشكال التي تمثلها اشكال ارجاند نسبة الى العالم ( J. R . Argand, 1768 - 1822) وسمي 
المستوي باسم العالم الالماني الشهير غاوس، بمستوي غاوس ( C.F. Gauss 1777-1855) أو بشكل 

 (Complex Plane ) مبسط المستوي المركب
    اذ يسمى المحور السيني (x-axis) بالمحـور
 الحقيقي حيث يمثل عليـــــه الجــزء الحقيــقي
 للعــــدد المـــركب امــــا المحـــــــور الصـــادي

 (y - axis) فيطلق عليــه اســم المحـــــــــور 
التخيلي والذي يـمثــل عليــه الجزء التخيــلي

Im للعدد المركب. وبالتالي فان العدد المركب 
ag

in
ar

y 
ax

is

Real axis

y

x

P (x,y)

0

θ

الشكل (1-1)                                                     

  z2 = x2 + y2 i  ,   z1 = x1 + y1 i لو كان
عــــــددان مركبـــــــان مـمثــــلان بالنـقطتيـن

p2 (x2  , y2)    ,     p1 (x1, y1)   فــــان :
z1 + z2 = (x1 +x2) + (y1 +y2)i 

ويـمكــن تـمثيــــــل  z1 + z2  بالنقطـــــــة 
 p3 (x1 + x2  , y1 + y2 ) 

مستخدمين الـمعلومات الـمتعلقة بالمتجهات. 
كما في الشكل (2 -1) :                                                                               

  

y

x
0

p2(z2)

p1(z1)

p3(z1+z2)

                                                                       
الشكل (1-2)                                                                                                             

 0 p1

u vuu
+ 0 p2

u vuu
= 0 p3

u vuu ⇀⇀⇀ اي ان  

x + yi  يمُثل هندسياً بالنقطة (x,y) لاحظ الشكل (1-1)

لي
خي

 الت
ور

 المح

المحور الحقيقي

ملاحظـة

 (1)  ليكن k عدد حقيقي لا يساوي  الصفر . z عدد مركب فان النقطة التي تمثل kz  يمكن الحصول

 .k عليها بواسطة التكبير الذي مركزه 0  ومعامله الثابت          

عقارب  عكس  دورة  ربع  دوران  من  عليها  الحصول  يمكن   iz النقطة  فان   z مركب  عدد  لكل   (2)  

           الساعة. 
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جمع  هو  مركبين  عددين  جمع  يكون  وعليه    0 p
u vuu بالمتجه  تمثيله  يمكن   x + yi المركب   العدد  ان     

متجهين.

0   حول 0  نصف دورة ، وعليه  p2

u vuu
     اذا اعتبرنا  p2 يمثل العدد المركب z2 - فإن  p2 هي ناتجة من دوران 

فإن : 

    z1 - z2 = z1 +)-z2 (            

كما    0p1 p3 p2 الاضلاع    متوازي  يشابه      0p1 p4 p2 حيث       p4 بالنقطة  يقترن  والذي     

في الشكل )1-3(. 

   

y

x
0

p2)z2(

p1)z1(

p3)z1+z2(

p4)z1- z2(
p2  )- z2(

                                                    

 0 p4

u vuu
= p2 p1

u vuuu
= 0 p1

u vuu
− 0 p2

u vuu
أي أن  

 
الشكل )1-3(

                                                                                                

⇀

⇀

⇀ ⇀ ⇀ ⇀

ملاحظـة

 )1(  ليكن k عدد حقيقي لا يساوي  الصفر . z عدد مركب فان النقطة التي تمثل kz  يمكن الحصول

 .k عليها بواسطة التكبير الذي مركزه 0  ومعامله الثابت          

عقارب  عكس  دورة  ربع  دوران  من  عليها  الحصول  يمكن   iz النقطة  فان   z مركب  عدد  لكل   )2(  

           الساعة. 
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مثال- 22- مثّل العمليات الاتية هندسياً في شكل ارجاند:

a(  )3+4i( + )5 + 2i(               b(  )6 - 2i( - )2 - 5i( 

الحل:
a(  )3 + 4i( + )5 + 2i( = 8 + 6i
                   z1 =  3 + 4i                      ⇒        p1)z1( = p1 )3, 4(     
                   z2 =  5 + 2i                      ⇒        p2)z2( = p2)5, 2(     

           0 p1

u vuu
+ 0 p2

u vuu
= 0 p3

u vuu
لاحظ :  

وهو مشابه الى جمع المتجهات.                                                             
  0p1 p3  p2      ويكــــــــون

   op3

u vuu
 متوازي اضلاع  قـطره هـو   

         
   

y

x
0

p1)z1(

p2)z2(

p3)z3(

                                  
الشكل )1-4(

b(  )6 - 2i( - )2 - 5i( = )6 - 2i( + )-2 + 5i( = 4 + 3i
             z1 = 6 - 2i       ⇒       p1)z1( = p1) 6, -2(   
             z2 = -2 + 5i     ⇒      p2)z2( = p2)-2, 5( 

          

y

x
0

p1)z1( =

p2)z2(=
p3)z3(=p2)-2, 5(
p3)4, 3(

p1)6, -2(

  
الشكل )1-5(                             

  
   
        
   

⇀ ⇀ ⇀

⇀

z1+z2=z3 = 8 + 6i         ⇒        p3)z3( = p3 )8, 6(                  

             z3 = 4 + 3i    ⇒         p3)z3( = p3 )4, 3(                  

6

8

3

4
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 [8-1] الصيغة القطبية Polar Formللعدد المركب. 

في البنود السابقة درسنا العدد المركب بصيغته الجبرية z=x +yi والديكارتية z = (x, y ) وفي هذا 
البند سندرس صيغة اخرى للعدد المركب تدعى بالصيغة القطبية . وتحويل احدهما الى الاخرى . 

فلو كان لدينا العدد المركب   z = x + yi   ومثّلناه بالنقطة  p (x,y )  كما في الشكل (6-1) فان: 
r) همــا الاحـــداثيــان القطبيــان ,θ )

y للنقطــــة p حيث 0 يـمثـــــل القطب 

x

P

0

θ

r

و  ox يمثــل الضلــع الابتدائي، وهذا              
يعني أن : 

r     وان     = op

 op
uvu

ox    الى   
uvu θ  من   ويكون قياس 

بأتجـاه عكس عقـارب الساعـة اذا كـان
 القيـاس موجـبـاً، ومـع اتجــاه عقـارب 

الشكل (1-6)
الساعة اذا كـــان القياس سالباً ويكــون                                            

بالقياس الدائري وعليــه  فأن : 
                                                                                                     R(z) = x = r cos  θ  ....(1)
                                                                                                     I(z) = y = r sin   θ  ....(2)
zيرمز للجزء التخيلي للعدد المركب I (z ) بينما z يرمز للجزء الحقيقي للعدد المركب  R(z )حيث

(Modulus of Complex Number) z يسمى مقياس العدد المركب r

r = z = x2 + y2 r حيث = z = x2 + y2ويرمز له z او مقياس “mod z” وهو عدد حقيقي غير سالب ويقرأ
ومن العلاقتين (1) و (2) نحصل على: 

                            
cosθ = x

r
= x

z              

                            sinθ = y
r

= y
z

(Argument of Complex Number) فقياسها يسمى سعة العدد المركب θ اما 
θ = arg(z) واختصاراً تكتب بالشكل 

⇀

⇀

→

⇀

(x,y)

y

x

θ عدداً غير منته من القيم التي تختلف كل منها ملاحظـة    يمكن ان تاخذ 
عن الاخرى بعدد صحيح من الدورات. 

θ حيث n عدد صحيح يكون ايضاً سعة  + 2nπ θ  سعة عدد مركب فان كلاً من الاعداد :  فاذا كانت  
لنفس العدد المركب. 

θ  الدالة على سعة العدد المركب فيقال لها القيمة الاساسية لسعة العدد    ∈ [0,2π ) اما اذا كانت  
.(principle Value ) المركب      

. z z  فجد المقياس والقيمة الاساسية لسعة  = 1− 3i  z = 1− 3i مثال- 23- اذا كان 

الحل: 

      mod z = z = x2 + y2

                      = 1+ 3 = 2

          
cos θ = x

z
= 1

2

          
sin θ = y

z
= − 3

2 θ في الربع الاول                                                                نستنتج ان 
 ∴ arg ( z) = = 2π − π

3
     

 . z فجد المقياس والقيمة الاساسية لسعة  z = -1 - i مثال- 24- اذا كان

الحل :  

      mod z = z = 1+1 = 2

      cos θ = x
z

= −1

2

      sin θ = y
z

= −1

2
θ في الربع الثالث                                                                     نستنتج ان  

 ∴ arg ( z) = π + π
4

    = 5π
4

 θ = S xop θ = S xopm (          )
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θ عدداً غير منته من القيم التي تختلف كل منها ملاحظـة    يمكن ان تاخذ 
عن الاخرى بعدد صحيح من الدورات. 

θ حيث n عدد صحيح يكون ايضاً سعة  + 2nπ θ  سعة عدد مركب فان كلاً من الاعداد :  فاذا كانت  
لنفس العدد المركب. 

θ  الدالة على سعة العدد المركب فيقال لها القيمة الاساسية لسعة العدد    ∈ [0,2π ) اما اذا كانت  
.(Principle Value ) المركب      

. z z  فجد المقياس والقيمة الاساسية لسعة  = 1− 3i  z = 1− 3i مثال- 23- اذا كان 

الحل: 

      mod z = z = x2 + y2

                      = 1+ 3 = 2

          
cos θ =

x
z
=

1

2

          
sin θ =

y
z
=
− 3

2 θ في الربع الاول                                                                نستنتج ان 
 ∴ arg ( z) = = 2π −

π
3

     

 . z فجد المقياس والقيمة الاساسية لسعة  z = -1 - i مثال- 24- اذا كان

الحل :  

      mod z = z = 1+1 = 2

      cos θ =
x
z
=
−1

2

      sin θ =
y
z
=
−1

2
θ في الربع الثالث                                                                     نستنتج ان  

 ∴ arg ( z) = π +
π
4

    = 5π

4

+
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b) let z = −2 3 − 2ib) let z = −2 3 − 2i b) let z = −2 3 − 2i

       mod z = 12 + 4 = 16 = 4

       cos θ = 2 3

4
= − 3

2

       
sinθ = −2

4
= −1

2          

θ تقع في الربع الرابع                                                                       

 ∴	arg ) z( = 2π − π
6

= 11π
6

  z = 4 4 = (cos
11π

6
+ i sin

11π
6

) ∴   الصيغة القطبية للعدد المركب z هي :     

i

i
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 لاحظ الاشكال الآتية : 
 

الحل : 

الشكل )1-7(

)b( )0,1(

p)z2(  = )0,1(= 0+i
mod z2 = 1

arg  z2  = π
2

   ∴	z2 = 1 )cos       +i sin       (

y

x

π
2

π
2

)1,0(

p)z1( = )1,0(= 1+0i

   ∴	z1 = 1 )cos 0 +i sin 0(

)a(
x

y

)-1,0( p)z3( =)-1,0(=-1+0i   
mod z3 = 1
arg  z3   =  π

2

   ∴	z3 = 1 )cos π  +i sin π (

)c(
x

y

)d(

)0,-1(
p)z4( = )0,-1(=0-i    
mod z4 = 1

arg  z4 = 3π
2

 

   ∴	z4 = 1 )cos 
3π
2

+i sin 
3π
2

(

y

x

مثال- 26- عبر عن كل من الاعداد الاتية بالصيغة القطبية: 

a( 1                  b( i                   c( -1                   d( -i

mod z1 = 1
arg  z1  = 0
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من المثال السابق نستنتج الاتي:
1 = (cos0 + i sin 0)

−1 = (cosπ + i sin π )

i = (cos
π
2

+ i sin
π
2

)

−i = (cos
3π
2

+ i sin
3π
2

)

3وبتطبيق الاستنتاج السابق يمكن أن نضع : = 3× 1 = (cos0 + i sin 0)33 = 3× 1 = (cos0 + i sin 0)

−2 = 2× (−1) = 2(cosπ + i sin π )

5i = 5 × i = 5(cos
π
2

+ i sin
π
2

)

−7i = 7 × (−i) = 7(cos
3π
2

+ i sin
3π
2

)

De Moivre’s Theorem    
 [9-1] مبرهنة ديمواڤر. 

z2 = cosφ + sinφ , z1 = cosθ + sinθ z2 , z1 يمكن ان تكتب بصورة: 

z1 × z2 =(cosθ + i sinθ )(cosφ + i sinφ) = cos(θ +φ)+ i sin(θ +φ)

(cosθ + i sinθ )2 = cos2 θ + i sin2 θ                                   فان العلاقة تصبح   (φ = θ )  ولو كان  

ويمكن برهنتها كما يأتي: 
                                     = (cosθ + i sinθ )2 = (cos2 θ + 2i sinθ cosθ − sin2 θ )

= (cos2θ − sin 2θ )+ i(2sinθ cosθ )

= (cos2θ + i sin 2θ =

                          = (cos2 θ + sin2 θ )+ i(2 sinθ cosθ )

= cos 2θ + i sin 2θ =
-= (cos2 θ + sin2 θ )+ i(2 sinθ cosθ )

= cos 2θ + i sin 2θ =                          
= (cos2 θ + sin2 θ )+ i(2 sinθ cosθ )

= cos 2θ + i sin 2θ =  =RHS
                                                                               

                             
وقد توصل العالم ديمواڤر )1754-1664( الى تعميم العلاقة والتي سميت بمبرهنة ديمواڤر.

i
i

i i

i i

i

i

ii i

i i i

i i

i

i i
i

i

= cosθ cosφ + cosθ sinφ + sinθ cosφ + 2 sinθ sinφ
= [cosθ cosφ − sinθ sinφ]+ [cosθ sinφ + sinθ sinφ] = cos(θ +φ)+ sin(θ +φ)

i i i
i i

LHS

ii
والان سنجد z1 . z2  بالصيغة القطبية 

cos 2θ + i sin 2θ
cos
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θ فإن             ∈ R , n ∈ N            لكل  

(cosθ + i sinθ )n = cos n θ + i sin n θ

’مبرهنة ديمواڤر

البرهان: )للاطلاع فقط(
سنتوصل الى برهان هذه المبرهنة بطريقة الاستقراء الرياضي وكما يأتي : 

1( لنعتبر  n =1 فان العلاقة تصبح: 
cosθ)  وهي عبارة صحيحة .  + i sinθ )1 = cos1 θ + i sin1 θ        

. n = k 2( لنأخذ k≥ 1  ونفترض ان العلاقة صحيحة لكل 
cosθ) صحيحة فرضاً. + i sinθ )k = cos k θ + i sin k θ       أي ان  

n = k + 1    3(  يجب ان نثبت ان العلاقة صحيحة عندما
∴(cosθ + i sinθ )k+1∴(cosθ + i sinθ )k = (cosθ + i sinθ )1(cosθ + i sinθ )k

= (cosθ + i sinθ )(cos kθ + i sin kθ )

= cos(θ + kθ )+ i sin(θ + kθ )                  
= cos(k +1)θ + i sin(k +1)θ                    

  n = k + 1 فهي كذلك صحيحة عند		n=k , k≥1 أي n وعليه فاذا كانت العلاقة صحيحة عند
.n وبواسطة الاستقراء الرياضي فان المبرهنة تعتبر صحيحة لجميع قيم

(cos
3

8
π + i sin

3

8
π )4 مثال- 27-  احسب                                                                      

الحل:

 
= (cos

3

8
π + i sin

3

8
π )4 =

cos
3π
2

+ i sin
3π
2

=

0 + i(−i) = −i

=

=

= (cos
3

8
π + i sin

3

8
π )4 =

cos
3π
2

+ i sin
3π
2

=

0 + i(−i) = −i

i i

i i

i i

i i i
ii

i
i

i

i

i

i 1 i
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θ ∈ R , n ∈ N

zn = r n (cos n θ + i sin n θ )

θ فان:       ∈ R , n ∈ N مثال- 28- بين انه لكل 

  (cosθ − i sinθ )n = cos n θ − i sin n θ

الحل :         

                          الطرف الايسر

φ    تصبح العلاقة                                                                                     = −θ وبجعل    

                                         
   

= cosφ + i sinφ[ ]n

= cos n φ + i sin n φ

= cos(−n θ )+ i sin(−n θ )

= cos n θ − i sin n θ    الطرف الايمن                                                            
(و . هـ . م)                                       

  
لكل                                        فان          

                         
                   

نتيجة لمبرهنة ديمواڤر:

  

مثال- 29- احسب  باستخدام مبرهنة ديموافر                                                 

    
الحل:

(1+ i)"

let z =1+ ii

i
i

i
i

ii




Q(cosθ − i sinθ )n = cosθ + (−i sinθ )[ ]n

= (cosθ − i sin(−θ )[ ]n

= cos(−θ )+ i sin(−θ )[ ]n

φ = −θ

cosφ + i sinφ[ ]n

cos nφ + i sin nφ =

cos(−nθ )+ i sin(−nθ ) =

cos nθ − i sin nθ

+

i

i

i iLHS =

=    RHS

(1+ )11i

Z+




Qmod z = 2, cosθ =
1

2
, sinθ =

1

2
∴arg z =

π

4
x3 +1= 0 ⇒

x3 = −1

x3 = cosπ + i sinπ

∴ x = (cosπ + i sinπ )
1

3

∴ x = cos
π + 2nπ

3
+ i sin

π + 2nπ
3

n= 0,1,2

k = 0,1,2,..., n−1
zn r

1

n cos
θ + 2πk

n
+ i sin

θ + 2πk
n

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

k = 0,1,2,......., n−1

= 25 2(−
1

2
+ i

1

2
) = 25 (−1+ i) = 32(−1+ i)zn r

1

n cos
θ + 2πk

n
+ i sin

θ + 2πk
n

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

k = 0,1,2,......., n−1

zn r
1

n cos
θ + 2πk

n
+ i sin

θ + 2πk
n

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

k = 0,1,2,......., n−1

zn r
1

n cos
θ + 2πk

n
+ i sin

θ + 2πk
n

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

k = 0,1,2,......., n−1

zn r
1

n cos
θ + 2πk

n
+ i sin

θ + 2πk
n

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

k = 0,1,2,......., n−1

∴



Qmod z = 2, cosθ =
1

2
, sinθ =

1

2
∴arg z =

π

4





Complex Numbers  الاعداد المركبة    

�5

لانه جذر تكعيبي

                              بوضع     k= 0  يكون                                                                                           

      

x = cos
π
3

+ i sin
π
3

= 1

2
+ 3

2
i

x = cosπ + i sin π                           بوضع      k= 1  يكون                                                     

    

= −1+ i(0)

= −1

    بوضع      k= 2  يكون                                                                                           

     

x = cos
5π
3

+ i sin
5π
3

= 1

2
− 3

2
i

1

2
+ 3

2
i , −1 ,

1

2
− 3

2
i







 	    اذاً مجموعة الحل للمعادلة هي   :   

)   ثم جد الجذور الخمسة له                   3 + i)2
مثال- 31- اوجد الصيغة القطبية للمقدار :   

                                                                     

z   نضع z بالصيغة القطبية:  = 3 + i الحل:   ليكن   
cosθ = 3

4
sinθ 1

2

∴θ = π
6

arg(z) = π
6

z = 3+ 1 = 2

∴ z = 2 cos
π
6

+ i sin
π
6









z2 = 4 cos
π
3

+ i sin
π
3









∴(z2 )
1

5 = 4
1

5 cos
π
3

+ i sin
π
3







1

5

= 45 cos

π
3

+ 2nπ

5
+ i sin

π
3

+ 2nπ

5













            =           ، cosθ 3
4

sinθ = 1

2
cosθ 3

4
sinθ = 1

2    
cosθ 3

4
sinθ = 1

2
cosθ = 3

4
sinθ 1

2

∴θ = π
6

arg(z) = π
6

z = 3+ 1 = 2

∴ z = 2 cos
π
6

+ i sin
π
6









z2 = 4 cos
π
3

+ i sin
π
3









∴(z2 )
1

5 = 4
1

5 cos
π
3

+ i sin
π
3







1

5

= 45 cos

π
3

+ 2nπ

5
+ i sin

π
3

+ 2nπ

5













i

cosθ 3
4

sinθ = 1

2

x1

x1

x2

x2

x3

x3
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                                                   ⇒ z2 = 22 (cos
π
6

+ i sin
π
6

)2

cosθ = 3
4

sinθ 1

2

∴θ = π
6

arg(z) = π
6

z = 3+ 1 = 2

∴ z = 2 cos
π
6

+ i sin
π
6









z2 = 4 cos
π
3

+ i sin
π
3









∴(z2 )
1

5 = 4
1

5 cos
π
3

+ i sin
π
3







1

5

= 45 cos

π
3

+ 2nπ

5
+ i sin

π
3

+ 2nπ

5













حيث       k = 0, 1, 2,3,4  لانه جذر خامس

وبوضع k=0 يكون                                                                                        

وبوضع k=1 يكون                                                                          

 

z
2

5 = 45 cos
π
15

+ i sin
π
15









z
2

5 = 45 cos
7π
15

+ i sin
7π
15







z
2

5 = 45 cos
13π
15

+ i sin
13π
15





        

وبوضع k=2 يكون 

وبوضع k=3 يكون                                                                          

وبوضع k=4 يكون                                                                           

z
2
5 = 45 cos

19π
15

+ i sin
19π
15







z
2
5 = 45 cos

25π
15

+ i sin
25π
15







       = 45 cos
5π
3

+ i sin
25π

3







i i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

kk

Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z5
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[1-2]    تعريف القطع المخروطي.
[2-2]    القطع المكافئ.

[3-2]    انسحاب المحاور للقطع المكافئ.
[4-2]    القطع الناقص.

[5-2]    انسحاب المحاور للقطع الناقص.
[6-2]    القطع الزائد.

[7-2]    انسحاب المحاور للقطع الزائد.
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F

′F

e = c
a

2a
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البؤرة بعد الانسحاب

الاختلاف المركزي

العدد الثابت
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القطوع المخروطية واهمية دراستها:

 لنبحث اولاً عن وجود مثل هذه القطوع في الكون والطبيعة سوف ترى الكواكب والنجوم تتحرك على 
مدارات اهليلجية .(اي المدارات تشبه القطع الناقص)

وفي الذرة والالكترون يلاحظ المختصون بان
 الالكلترونات تدور حول النواة على مــدارات 
اهليلجية ايضـــــاً، ومــن التطبيقات الاخــرى 

للقطوع المخروطية استخدامهــا في انتشــار                      
الصــوت حيث نـــلاحظهــا في الات تكبيــر 
الصوت الحديثة وكذلك تستخدم في انتشار

 الضوء كما في ضوء السيــارة فهــو مجســـم  
مكافئ وضع في بؤرته مصبـــــاحاً . عندمــــا  

ينطلق شعــاع ضــوئي من المصبـاح ينعـكس     
هذا الشعاع على السطح المجســم وبصــورة                     

افقية. وكذلك جميع الاشعـــة المنطلقة مـن                                             
 المصباح مما يؤدي الى انارة الطريق امام السيـارة. 

ومن التطبيقات الاخرى نلاحظها من خلال الصور
 التالية: 
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     نلاحظ مما سبق مدى اهمية القطوع المخروطية التي اصبحت دراستها محل اهتمام الرياضيين والفلكيين 
وعلماء الفضاء والميكانيكيين وكان للحضارة العربية الاسلامية دور هام في مواصلة هذه الدراسات بعد 
اطلاعهم على اعمال الرياضيين الاغريق امثال مينشم ، وابولتيوس ، وبابوس . ومن العلماء العرب الذين 
اهتموا بالقطوع المخروطية ثابت بن قرة  وابو جعفر الخازن ، واباسهل الكوهي ، وابن الهيثم وغيرهم 

كثيرون. 

سبق وتعرفنا في الصف الخامس العلمي على كيفية تولد القطوع المخروطية:  الدائرة - القطع المكافئ- 
القطع الناقص- القطع الزائد. حيث يتم الحصول على هذه القطوع هندسياً وكالاتي: 

اذا قطع سطح المخروط الدائري القائم 
✾	بمستو عمودي على محور المخروط الدائري القائم ولا يحوي رأس المخروط الدائري القائم فان المقطع 

 .(Circle) يمثل شكلاً هندسياً يسمى دائرة
 . “Parabola ” بمستو موازٍ لأحد مولداته فأن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى القطع المكافئ	✾

✾	بمستو غير موازٍ لقاعدته ولا يوازي احد مولداته  فأن القطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى القطع الناقص 
 .“Ellipseّ”

✾	بمستو يوازي محور المخروط الدائري القائم ويقطع مولدين من مولدات المخروط الدائري القائم فان 
. “Hyperbola” المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى  القطع الزائد

لاحظ الاشكال التالية للقطوع المخروطية :

        دائرة                          مكافئ                          ناقص                         زائد 

الشكل (2-1)

 
 [1-2] القطع المخروطي: 

لتكن (x1,y1) نقطة ثابتة في المستوي وليكن  ax + by + c = 0 مستقيماً ثابتاً في المستوي نفسه، 
المستقيم عن  بعدها  الى   (x1, y1) النقطة  عن  منها  كل  بُعد  نسبة  التي  النقاط  كل  مجموعة  عندئذ 

 ax +by +c = 0 تساوي عدداً ثابتاً (e) تكون شكل هندسي يسمى بالقطع المخروطي .

مما سبق نلاحظ ان لكل قطع مخروطي (ما عدا الدائرة) ثلاثة مفاهيم اساسية يتعين بها هي:

. “Focus” تسمى بؤرة القطع المخروطي (x1,y1) 1- النقطة الثابتة

.“Directrix” يسمى دليل القطع المخروطي ax +by +c = 0 2- المستقيم الثابت

.“Eccentricity” تسمى بالاختلاف المركزي (e) 3- النسبة

ملاحظـة
«Parabola»       في القطع المكافئ      e =    1      
 «Ellipse»          في القطع االناقص    e <      1 .. 0 < e  < 1  
 «Hyperbola»      في القطع الزائد     e >     1  

[1-1-2] المعادلة العامة للقطع المخروطي:

من تعريف القطع المخروطي نستنتج المعادلة العامة وذلك كما يأتي: 
لتكن (x, y) نقطة على القطع المخروطي ، عندئــــذ المســافة بيـن (x ,y) والبؤرة (x1 , y1) هي : 
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 [1-2] القطع المخروطي: 

لتكن (x1,y1) نقطة ثابتة في المستوي وليكن  ax + by + c = 0 مستقيماً ثابتاً في المستوي نفسه، 
المستقيم عن  بعدها  الى   (x1, y1) النقطة  عن  منها  كل  بُعد  نسبة  التي  النقاط  كل  مجموعة  عندئذ 

 ax +by +c = 0 تساوي عدداً ثابتاً (e) تكون شكل هندسي يسمى بالقطع المخروطي .

مما سبق نلاحظ ان لكل قطع مخروطي (ما عدا الدائرة) ثلاثة مفاهيم اساسية يتعين بها هي:

. “Focus” تسمى بؤرة القطع المخروطي (x1,y1) 1- النقطة الثابتة

.“Directrix” يسمى دليل القطع المخروطي ax +by +c = 0 2- المستقيم الثابت

.“Eccentricity” تسمى بالاختلاف المركزي (e) 3- النسبة

ملاحظـة
«Parabola»       في القطع المكافئ      e =    1      
 «Ellipse»          في القطع االناقص    e <      1 .. 0 < e  < 1  
 «Hyperbola»      في القطع الزائد     e >     1  

[1-1-2] المعادلة العامة للقطع المخروطي:

من تعريف القطع المخروطي نستنتج المعادلة العامة وذلك كما يأتي: 
لتكن (x, y) نقطة على القطع المخروطي ، عندئــــذ المســافة بيـن (x ,y) والبؤرة (x1 , y1) هي : 

،
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                          والبعد بين (x , y) والدليل ax +by +c = 0 هي :

وبموجب تعريف القطع المخروطي فان النسبة بين هاتين المسافتين تساوي (e) اي ان

 
ملاحظة : سنطبق هذه المعادلة على القطع المكافئ لأنه قد تم تعريف الدليل

Parabola  :[2-2] القطع المكافئ 

القطع المكافئ هو مجموعة النقط M(x , y )  في المستوي والتي يكون بُعد كل منها عن نقطة ثابتة 
تسمى البؤرة حيث P> 0 مساوياً دائماً لبعدها عن مستقيم معلوم ”D“ يسمى الدليل لا  F(p,0)

يحوي البؤرة . 
اي ان      MF = MQ  لاحظ الشكل (2 - 2) :                                      

وتسمى النقطــــة ”O“ بــــرأس القطـــع             
“Vertex” المكافئ

ويسمـــى المستقيـــــم (x) المــــــــار 
بالبؤرة والعمود على الدليـــــل بمحـــور

                                         
الشكل (2-2)

                            = e =1القطع المكافئ.حيث لاحظ ان
 

y

Q(-p,y)

D

F(p,0)

M(x,y)

O

(x − x1 )2 + (y − y1 )2

ax + by+ c

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2

ax + by+ c
= e

⇒ (x − x1 )2 + (y − y1 )2 = e .
ax + by+ c

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2 = e2 .
ax + by+ c( )2

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2

ax + by+ c

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2

ax + by+ c
= e

⇒ (x − x1 )2 + (y − y1 )2 = e .
ax + by+ c

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2 = e2 .
ax + by+ c( )2

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2

ax + by+ c

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2

ax + by+ c
= e

⇒ (x − x1 )2 + (y − y1 )2 = e .
ax + by+ c

a2 + b2

(x − x1 )2 + (y − y1 )2 = e2 .
ax + by+ c( )2

a2 + b2

x

MF
MQ

وبتربيع الطرفين نحصل على معادلة القطع
المخروطي  العامة وهي معادلة من الدرجة

 الثانية
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[1-2-2] معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور السينات(x-axis) والرأس في نقطة الأصل

الشكل (2-3)

معادلة  ايجاد  يمكن  المكافئ  القطع  تعريف  على  وبناءاً  المحورين  المتعامد  الديكارتي  المستوي  في 

القطع المكافئ في ابسط صورة ممكنة وكما يأتي: 

    لتكــن النقطـــة F(p,0) هي بؤرة القطــع المكافئ والمستقيــم D هو دليل القطع المكافئ ، والنقطة 

Q(-p,y) نقطة على الدليل حيث MQ عمودي على المستقيم D، والنقطة M(x,y) من نقط منحني 

القطع المكافئ والرأس في نقطة الاصل (0,0)  . كما في الشكل(2-3) ( A). من تعريف القطع المكافئ.      

    MF = MQ                                                                                     

y

Q

D

x = p

O
x

(p,y)

F(-p,0)

M(x,y)

A

y

Q(-p,y)

D

F(p,0)

M(x,y)

O

B

x

x = -p
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                                                بتربيع الطرفين
(x − p)2 + (y − 0)2 = (x + p)2 + (y − y)2

x2 − 2 px + p2 + y2 = x2 + 2xp+ p2

x2 − 2 px + p2 + y2 = x2 + 2xp+ p2 بالتبسيط
                    

              >        y2 = 4 px , ∀p 0

                                                        
    

    

y

Q(-p,y)

D

F(p,0)

M(x,y)

O
x

الشكل (2-4)

   y2 = -8x   مثال  -1 - جد البؤرة ومعادلة دليل القطع المكافئ
                                                                                     

  y2 = -8x  
y2 = 4px -4px  بالمقارنة مع المعادلة القياسية
                                                 > 0

y2 = 4px

⇒ 4p = 8 ⇒ p = 8
4

= 2

∴ p = 2

F ( p, 0) = F (2,0)
  

F (− p, 0) = F (−2,0)  
x = −pp معادلة الدليل

∴ x = −2x = 2

x=-p ومعادلة الدليل

 (المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي لمحور السينات )
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جد معادلة القطع المكافئ اذا علم:  مثال  -2 -

                                    أ) بؤرته (3,0) والرأس نقطة الاصل . 
                                   ب) معادلة الدليل 2x - 6 = 0 ورأسه نقطة الاصل . 

الحل

 (p,0) = (3,0)                                                                                                     (أ
⇒ p = 3
 ∴ y2 = 4px     (المعادلة القياسية)
⇒	y2 = (4) (3) x = 12x

       y2 = 12x

2x - 6 = 0                                                                                         ب)   من معادلة الدليل
2x = 6 ⇒	x = 3
 ∴	p = 3      (بفضل التعريف)
بتطبيق المعادلة القياسية                  
y2 = -4px

y2 = (-4) (3) x = -12 x ⇒ y2 = -12x

جد بؤرة ومعادلة دليل القطع المكافئ  y2 = 4x  ثم أرسمه: مثال  -3 -

بالمقارنة مع معادلة القطع المكافئ :   الحل
                 

y2 = 4px 
⇒	4p = 4   ⇒	p =1 
F (1, 0)    البؤرة
x = -1    معادلة الدليل
 y2 = 4x ⇒  y = ±2 x
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x 0 1 2

y 0 ±2 ±2 2

y

F(1,0)
O

x

D

x = -1

(1,2)

(1,-2)

الشكل (2-5)                             

)3,0 والرأس في  ) باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ اذا علم ان  بؤرته  مثال  -4 -

                               نقطة الأصل. 

F ، ولتكن النقطةM(x,y ) من نقط منحني القطع المكافئ، والنقطة  ( البؤرة (3,0 الحل
                 

D   ومن تعريف القطع المكافئ.     
sr

−)Q هي نقطة تقاطع العمود المرسوم من M على الدليل  3, y)

(بتربيع الطرفين)                                                                                                     

                                                                                     (بالتبسيط)

(x − 3)2 + (y − 0)2 = (x + 3)2 + (y − y)2

(x − 3)2 + y2 = (x + 3)2

x2 − 2 3x + 3+ y2 = x2 + 2 3x + 3

y2 = 4 3x
(معادلة القطع المكافئ)

الشكل (2-6)                                                                                    

y

M(x,y)

0
x

D

F 3,0( )

x = − 3

Q(− 3, y)
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]2-2-2[ معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور الصادات)y-axis( والرأس في نقطة الأصل

y

D
y = p

O
x

Q(x,p)

F(0, -p)

M(x,y)

A B

x

M(x,y)

y

F(0,p)

0

y = -p Q(x,-p)
D

في المستوي الديكارتي المتعامد المحورين لتكن النقطة ) F(0,p هي بؤرة القطع المكافئ ، والمستقيم 
D دليل القطع المكافئ والنقطة) Q(x,-p هي نقطة تقاطع العمود المرسوم من M على الدليل ، والنقطة 
 A )2-7( كما في الشكل )من نقط منحني القطع المكافئ والرأس في نقطة الاصل )0 ,0 M(x,y (

 MF = MQ  وبناءاً على تعريف القطع المكافئ  فان
                         )بتربيع طرفي المعادلة(

                                  
                          )بالتبسيط(

⇒ (x − 0)2 + (y− p)2 = (x − x)2 + (y+ p)2

⇒ x2 + (y− p)2 = (y+ p)2

x2 + y2 − 2 py+ p2 = y2 + 2 py+ p2

x2 = 2 py+ 2 py

x2 = 4 py , ∀p > 0

⇔ y =
x2

4 p

                         المعادلة القياسية للقطع المكافئ
 P>0 الجدول الاتي يمثل المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه في نقطة الاصل حيث

الشكل )2-7(

المعــادلـــة البؤرة الدليل فتحة القطع المحور

x2 = 4py (0 , p) y= -p y- axis نحو الاعلى

x2 = - 4py (0 , - p) y = p y- axis  نحو الاسفل

y2 = 4px (p , 0) x = -p x- axis نحو اليمين

y2 = - 4px (-p , 0) x = p x- axis نحو اليسار
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.3x2 - 24y = 0    جد البؤرة ومعادلة دليل القطع المكافئ
مثال  -5 -

الحل
                 

   3x2 - 24y  = 0                 [ (3) بقسمة طرفي المعادلة على ] 
   x2 = 8y

        x2 = 4py                            بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ 
⇒	4p = 8 ⇒ p=2

 ومن قيمة  P  نجد                                             
 F (0,2)  البؤرة 
  y = -2    معادلة الدليل 

جد معادلة القطع المكافئ اذا علم ان :-  مثال  -6 -

                                 أ) بؤرته (0,5) ورأسه نقطة الاصل . 
                                 ب) معادلة الدليل  y = 7  ورأسه نقطة الاصل . 

 الحل (أ)
                 

F (0,5) ⇒	p =5

       x2 = 4py                 المعادلة القياسية 
			x2 = 20y                (معادلة القطع المكافئ)

 الحل (ب)
                 

       y = 7 

		  p = 7 

       x2=- 4py    (المعادلة القياسية) 
		  x2 = -28y
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مثال  -7 -
                              جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (2,4) ، (4- , 2) ورأسه نقطة الاصل. 

النقطتان متناظرتان حول المحور السيني.   الحل
                 

                                اذاً المعادلة القياسية
y2 = 4 px , ∀p > 0

نعوض احدى النقطتين اللتين تحققان المعادلة القياسية ولتكن النقطة (4, 2) 

                                         نعوض p = 2  في المعادلة القياسية

⇒ 16 = (4)( p)(2)

16 = 8 p ⇒ p = 16

8
⇒ p = 2

⇒ y2 = (4)(2)x

⇒ y2 = 8x معادلة القطع المكافئ 

جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر دليل القطع المكافئ بالنقطة   مثال  -8 -

 (3 ,-5)                               

يوجد احتمالين للمعادلة القياسية لعدم تحديد موقع البؤرة هما:  الحل
                 

 ثانياً: البؤرة تنتمي لمحور السينات
      y2 = 4px        
      x = 3                معادلة الدليل
		 p = 3
		 y2 = - 4px  (المعادلة القياسية)
		 y2 = -12x    

 اولاً : البؤرة تنتمي لمحور الصادات
      x2 = 4py

      y = -5       معادلة الدليل 
		 p = 5
		 x2 = 4py

		 x2 = 20y                                                    
 



Conic Sections  á«WhôîŸG ´ƒ£≤dG      

60

 [3-2] إنسحاب المحاور للقطع المكافئ :

[1-3-2] المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي محوره يوازي أحد المحورين الأحداثيين ورأسه 
 (h,k) النقطة

في البنود السابقة تعرفنا على المعادلتين القياسيتين للقطع المكافئ وهما: 

y2 = 4px .......(1)

x2 = 4py .......(2)

المعادلة الاولى: هي معادلة قطع مكافئ بؤرته تنتمي لمحور السينات ورأسه نقطة الاصل (0,0) . 

المعادلة الثانية: معادلة قطع مكافئ بؤرته تنتمي لمحور الصادات ورأسه نقطة الاصل (0,0) . 

فاذا كان الرأس هو النقطة O  (h , k )  فان المعادلتين القياسيتين هما : 

(y - k)2 = 4p(x - h) ...... (3)

(x - h)2 = 4p(y - k) ...... (4)

المعادلة الثالثة: تمثل المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه النقطة O (h , k) ومحوره يوازي محور 

                         السينات. لاحظ في الشكل (8 - 2) الانسحاب لمكونات القطع المكافئ . 
y

x

D

F  (Q, k)(h,k)

h

x = - p +hA    الدليل B

(0,0)

x = -p

x

y

 بعد الانسحاب

y
D

F  (p,0)

x

قبل الانسحاب

الشكل (2-8)
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O(h,k)   ←  O انسحاب (0,0)

F(p + h,k) ←   F (p,0) انسحاب
x = -p + h   ←  x = -p  انسحاب

y = k  معادلة المحور
 O البؤري للقطع المكافئ ويساوي المسافة بين الرأس  البعد  حيث (p) في المعادلة (3) ، (4) هو 

P = |Q - h | : ويساوي البعد بين الرأس ومعادلة الدليل اي ان F والبؤرة
ويمكن ان تكون فتحة القطع المكافئ بالاتجاه السالب لمحور السينات كما في الشكل (9 - 2):

  (y - k)2 = -4p(x - h)

(Q , k ) = (h -p , k)    البؤرة
x = p + h                            معادلة الدليل
y = k                                      معادلة المحور 

               
        

x

x

(h,k)

D

y y

F (Q,k)

الشكل (2-9)
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ملاحظـة
في البند [3 - 2] (انسحاب المحاور) سنكتفي فقط في 

ايجاد بؤرة ورأس القطع المكافئ ومعادلة الدليل ومعادلة المحور.

من معادلة القطع المكافئ    مثال  -9 -

  
(y + 1)2 = 4(x-2)

                              عين الرأس ، البؤرة ، معادلة المحور ، معادلة الدليل.

بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ. الحل
                 

        (y - k)2 = 4p(x - h)
⇒    h = 2     ,    k = -1

∴	(h , k) = (2 , -1)                    (الرأس)
        4p = 4
⇒  p = 1
∴	F(p + h , k) = F(1 + 2, -1) = F(3, -1)         (البؤرة)

        y = k     معادلة المحور
∴	y = -1

       x = -p + h

       x = -1 + 2 = 1 ⇒   x = 1 معادلة الدليل

y

F

  x = 1

x
 y = -1

(y + 1)2 = 4(x - 2)
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المعادلة الرابعة: تمثل المعادلة القياسية للقطع المكافئ راسه النقطة (h , k) ومحوره يوازي المحور 
                             الصادي لاحظ الانسحاب لمكونات القطع المكافئ . كما في الشكل (10 - 2) .

الراس بعد الانسحاب O(h,k)   ←  O انسحاب (0,0)
البؤرة بعد الانسحاب F( h,iQ) ←   F (0 ,p) انسحاب

                                                                                         Q = p + k
                                                                              ⇒      p = |Q - k|    (البعد البؤري)
                                                                                         x = h   معادلة المحور 

y = k - p  معادلة الدليل

x

x

(h,k) D

yy

F (h,p+k)

(0,0)

 
الشكل (2-10)                   

                                                                                           (x- h)2 = -4p(y - k)    
                                                                                          (h , k- p)               البؤرة
                                                                                           y = k + p           معادلة الدليل
                                                                                           x = h   معادلة المحور 
 

y = k + p

F(h, k - p)

y

D

x

الشكل (2-11)                     

(h,k)
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y = x2 + 4x    :ناقش القطع المكافئ مثال  -10 -

نضيف  4 الى طرفي المعادلة حتى نضع حدود x  في شكل مربع كامل ، فنكتب:  الحل

y + 4 = x2 + 4x + 4 

y + 4 =  (x+2 )2

 هذه المعادلة من الشكل:                                        
(x - h)2 = 4p (y - k)
 حيث                                                                             
h = −2 , k = −4

4 p = 1 , p = 1

4

وراسه  y ≥ − 4 ولقيم  الحقيقية    x قيم  اجل  من  لان    الاعلى  الى  مفتوح  المكافئ  القطع  هذا 

Ff وان الدليل موازٍ  (−2,−3
3

4
1 وحدة من رأس القطع ونحو الاعلى ، اي عند (

4
v ( -2 , -4 ) تقع البؤرة  على بعد 

. y = −4
1
4

1 4 وحدة من المحور x . ومعادلته هي  

4
للمحور x ويبعد 

v(-2,-4)
F

x

-1

-2

-3

-4

-2-3-4-5 -1
0

1

2

3

4

y

x= -2

y = −4
1

4

الدليل

الشكل (2-12)

الرأس (4- , 2-)        ⇒







3
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 b> 0 حيث b2 = a2 -c2 وبفرض ان a2 - c2 > 0 دائماً فان a> c بما ان  

                         نعوض 2 في 1

                                                                                  a2  b2 بقسمة طرفي المعادلة على

a2 = b2 + c2

⇒ b2 = a2 − c2 ...........(2)

⇒ x2b2 + a2 y2 = a2b2

⇒ x2

a2
+ y2

b2
= 1

   

تمثل المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الاصل.

c  بالاختلاف المركزي .    
a

وتسمى النسبة 

e  ويكون دائماً اقل من الواحد.  = c
a

أي ان  

[3-4-2] معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والبؤرتان تنتميان لمحور الصادات.

لاحظ الشكل (15 -  2) 

بنفس خطوات الاشتقاق السابق لمعادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على

 محور السينات ومركزه نقطة الاصل وباستخدام التعريف

 نحصل على المعادلة: 

                              

حيث البؤرتان على محور الصادات والمركز في 

 نقطة الاصل. 

نلخص ما سبق بالجدول الآتي : 

y

x

F2 (0, -c)

F1 (0, c)

(b,0)(0,0)(-b,0)

v2 (0,-a)

v1 (0,a)

الشكل (2-15)                      

x2

b2
+ y2

a2
= 1
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قطع ناقص بؤرتاه على محور                                                 قطع ناقص بؤرتاه على محور 

 الصادات ومركزه نقطة الاصل .                                             السينات ومركزه نقطة الاصل . 

1)            
x2

a2
+ y2

b2
= 1

x2

b2
+ y2

a2
= المعادلة             1

2)  F1(c,0)   ,    F2(-c,0)                                                       F1(0,c)   ,   F2(0,-c) البؤرتان

3)  V1(a, 0)   ,    V2(-a,0)                                                  V1(0,a)   ,   V2(0,-a) الرأسان

4) c = a2 − b2

5) a > c   ,   a > b

6) 2a = طول المحور الكبير

7) 2b = طول المحور الصغير

8) 2c = المسافة بين البؤرتين 

9) A= abπ =                                                                       A مساحة منطقة القطع الناقص ويرمز لها

10) P= 2π a2 + b2

2
     ,                                                 P  محيط القطع الناقص ويرمز له  

11) e = c
a

= a2 − b2

a
, e <  ”e“ الاختلاف  المركزي ويكون دائماً اقل من الواحد 1

والرأسين  البؤرتين  من  كل  واحداثي  المحورين  من  كل  طول  جد  يأتي  مما  كل  في  مثال  -11 -

                               والاختلاف المركزي . 

1) 
x2

25
+ y2

16
= 1

2) 4x2 + 3y2 = 4

3

(Area)

(Perimeter)π = 22

7

(        ),
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.  a > b  حيث  x2

a2
+ y2

b2
= 1 بالمقارنة مع المعادلة القياسية    الحل (1) 

                    

 طول المحور الكبير              وحدة                                                                         

طول المحور الصغير              وحدة                                                                         

البؤرتان                                                        

 الرأسان                                                        

(الاختلاف المركزي)  1 >                             

⇒ a2 = 25 ⇒ a = 5 ⇒ 2a = 10

b2 = 16 ⇒ b = 4 ⇒ 2b = 8

c = a2 − b2 = 25 − 16 = 9 = 3

∴ c = 3

∴ F1(3,0) , F2 (−3,0)

V1(5,0) , V2 (−5,0)

e = c
a

= 3

5

4x2 + 3y2 = 4
3

                                                     3
4

بضرب طرفي المعادلة بـ     الحل (2)

                                                                                 

 طول المحور الكبير              وحدة                                                                        

طول المحور الصغير              وحدة                                                                        

البؤرتان                                                        

 الرأسان                                                        

                 

                                    
(الاختلاف المركزي)                  1 >

3x2 + 9y2

4
= 1

x2

1
3

+ y2

4
9

= 1

⇒ a2 = 4
9

⇒ a = 2
3

⇒ 2a = 4
3

b2 = 1
3

⇒ b = 1
3

⇒ 2b = 2
3

c = a2 − b2 ⇒ c = 4
9

− 1
3

= 1
9

= 1
3

F1 0,
1

3







 , F2 0,− 1

3









V1 0,
2

3







 , V2 0,− 2

3









∴e = c
a

=
1

3
2

3

= 1

2

a2 − b2

F1
F2

F1 F2

V1

V1

V2

V2
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جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه F2(-3,0)   ,    F1(3,0 )  ورأساه النقطتان  مثال  -12 -

      V2 (-5,0)   ,   V1 (5,0)   ومركزه نقطة الاصل.                                             

البؤرتان والرأسان يقعان على محور السينات والمركز في نقطة الاصل: الحل
                 

∴ x2

a2
+ y2

b2
= 1

⇒ c = 3 ⇒ c2 = 9

⇒ a = 5 ⇒ a2 = 25

⇒ c2 = a2 − b2 ⇒ b2 = a2 − c2 = 25 − 9 = 16

x2

25
+ y2

16
= 1 معادلة القطع الناقص

المحورين  نقطة الاصل وينطبق محوراه على  الذي مركزه  الناقص  القطع  مثال  -13 - جد معادلة 

الصادات  محور  ومن  وحدات   8 طوله  جزءاً  السينات  محور  من  ويقطع  الاحداثيين                       

                                جزءاً طوله 12 وحدة، ثم جد المسافة بين البؤرتين ومساحة منطقته ومحيطه. 

الحل
                 

2b = 8 ⇒ b = 4 ⇒ b2 = 16

2a = 12 ⇒ a = 6 ⇒ a2 = 36

x2

16
+ y2

36
= 1

c = a2 − b2 = 36 − 16 = 2 5

⇒ 2c = 4 5  
A = abπ   مساحة منطقة القطع الناقص 

،(وحدة مربعة)                                 =    

        
⇒ (6)(4)π = 24π π = 22

7

∵P=

         =   

Q 2π a2 + b2

2

⇒ 2π 36 + 16
2

= 2π 52
2

⇒ 2π 26 وحدة   

a2 − b2

المسافة بين البؤرتين        وحدة

y

x
2a=12

2b=8

a

b

الشكل (2-17)

=

محيط القطع الناقص

A = abπ

P

a

b
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2c = 6 ⇒ c = 3

2a − 2b = 2 ÷2[ ]

a = b = 1 ⇒ a = 1+ b .......(1)

c2 = a2 − b2

9 = (1+ b)2 − b2

9 = 1+ 2b+ b2 − b2

9 = 1+ 2b
b = 4........(2)

a = 1+ 4 = 5

a2 = 25

x2

25
+ y2

16
= 1

بؤرتيه  واحدى  الاصل  نقطة  مركزه  ناقص  قطع  معادلة   kx2 + 4y2 = 36 لتكن  مثال  -14 -

 .K∈R جد قيمة ( 3,0)                                

الحل

kx2 + 4y2 = 36                ÷ 36[ ]
x2

36
k

+ y2

4
= 1

                  ( 3,0)    من البؤرة 

              وبالمقارنة مع المعادلة القياسية
                                                    

                                            b2 = 9  ,   c2 = 3 .... (1)

⇒ c = 3 ⇒ c2 = 3

x2

a2
+ y2

b2
= 1

⇒ a2 = 36

k
........(1)

b2 = 9

c2 = a2 − b2 ⇒ 3 = a2 − 9 ⇒ a2 = 3+ 9 = 12

∴ a2 = 12

⇒ 12 = 36

k

⇒ k = 36

12
= 12

k = 3

c2 = a2 - b2 ...... (2)                                 ( 2) بالتعويض عن (1) في
3 = 36

k
− 9 ⇒ k = 3

9
1

السينات  وبؤرتاه على محور  الاصل  نقطة  في  مركزه  الذي  الناقص  القطع  معادلة  جد  مثال  -15 -

                          والمسافة بين البؤرتين (6) وحدات ، والفرق بين طولي المحورين يساوي (2) وحدة. 

الحل
                 

-

,

∵∵

بالتعويض
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2c = 6 ⇒ c = 3

2a − 2b = 2 ÷2[ ]

a = b = 1 ⇒ a = 1+ b .......(1)

c2 = a2 − b2

9 = (1+ b)2 − b2

9 = 1+ 2b+ b2 − b2

9 = 1+ 2b
b = 4........(2)

a = 1+ 4 = 5

a2 = 25

x2

25
+ y2

16
= 1

جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤتيه بؤرة القطع المكافئ  مثال  -16 -

                               y2 - 12x =0 , وطول محوره الصغير يساوي (10) وحدات . 

الحل
                 

y2 − 12x = 0

y2 = 12x

y2 = 4px (بالمقارنة مع المعادلة القياسية) 
4 p = 12 ⇒ p = 3

F1(3,0) , F2 (−3,0) بؤرتا القطع الناقص هما :  

          

⇒ c = 3 ⇒ c2 = 9

2b = 10

b = 5 ⇒ b2 = 25

c2 = a2 − 25

9 = a2 − 25

a2 = 34

⇒ x2

34
+ y2

25
= 1 معادلة القطع الناقص

F2F1

معادلة القطع الناقص

∵

∵

تعويض (2) في (1)



2-4-5



Conic Sections  á«WhôîŸG ´ƒ£≤dG      

75

 [5-2] انسحاب المحاور للقطع الناقص.

c (h,k ) تبينا ان مركز القطع الناقص بانه نقطة تقاطع محوري تناظره ، فاذا كان المركز عند النقطة   

والمحوران يوازيان المحورين الاحداثيين فاننا نحصل على معادلة القطع الناقص في الاحداثيات الجديدة 

كما يأتي: 

[1-5-2] المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الاكبر يوازي المحور السيني ومركزه النقطة 
. (h, k)      

    عند انسحاب مركز القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل (0,0) على محور السينات بمقدار h من 

الوحدات وبمقدار k من الوحدات على محور الصادات ، تصبح المعادلة القياسية للقطع الناقص بالصورة 

الاتية: 

 

                                                  

F2(-c+h,k)

y

x

(h,b+k)

F1(c+h,k) V1(a+h,k)V2(-a+h,k)

(h,-b+k) x

y x − h( )2

a2
+ y − k( )2

b2
= 1

الشكل (2-19)

 y = k       لاحظ من الشكل (19 - 2) ان المحور الكبير يوازي محور السينات وطوله (2a) ومعادلته

x اما البؤرتان بعد الانسحاب فتصبحان     = h ومعادلته (2b) والمحور الصغير يوازي محور الصادات وطوله

V1(a + h, k) , V2 (−a + h, k) والرأسان للقطع الناقص هما F1(c + h, k) , F2 (−c + h, k)F2
F1V1 V2
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[2-5-2] المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الاكبر يوازي محور الصادات ومركزه النقطة 
.(h, k)     

     بنفس الاسلوب السابق لمعادلة القطع الناقص الذي محوره الاكبر يوازي محور السينات ومركزه النقطة 

الصادات  يوازي محور  الاكبر  الذي محوره  الناقص  للقطع  القياسية  المعادلة  التعرف على  يمكن   (h,k)

ومركزه النقطة (h,k) وهي:                                                          لاحظ الشكل  (20 - 2)       

    

(x − h)2

b2
+ (y − k)2

a2
= 1

                                                

  F1(h,c + k) , F2 (h,−c + k) حيث البؤرتان هما 

V1(h,a + k) , V2 (h,−a + k) والـــرأســــــــــــان  

 (2a) والمحور الكبير يوازي محـور الصادات وطولــه

x اما المحـور الصغير فانه يـوازي محور   = h ومعادلتـــه

. y = k السينات وطوله (2b) ومعادلته 

                                        

F2(h,-c+k)

y

F1(h,c+k)

V2(h,-a+k)

x

V1(h,a+k)

(-b+h,k)

x

y

(b+h,k)

الشكل (2-20)

F1 F2

V1
V2

ملاحظـة
سنقتصر في البند [5 - 2] على إيجاد مركز القطع الناقص، 
والبؤرتان والرأسان والقطبان، وطول المحورين ومعادلة كل من 

المحورين فقط.

للقطع  المحورين  من  كل  ومعادلة  وطول  والقطبين   والرأسين  البؤرتين  جد  مثال  -18 -

.e الناقص ثم جد قيمة                              

(X − 2)2

9
+ (y −1)2

25
= 1

بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص. الحل
                 

(X − h)2

b2
+ (y − k)2

a2
= 1

طول المحور الكبير            وحدة                                                                   
⇒ (h, k) = (2,1)

⇒ a2 = 25 ⇒ a = 5 ⇒ 2a = 10

b2 = 9 ⇒ b = 3 ⇒ 2b = 6 طول المحور الصغير           وحدة   

البؤرتان                                                             

                                                              
الرأسان

                

 معادلة المحور الكبير                  

 معادلة المحور الصغير                  

c = a2 + b2 ⇒ c = 25 − 9 = 16 = 4

F1(h,c + k) , F2 (h,−c + k)

F1(2,5) , F2 (2,−3)

V1(h,a + k) , V2 (h,−a + h)

V1(2,6) , V2 (2,−4)

∴ x = 2

y = 1
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ملاحظـة
سنقتصر في البند [5 - 2] على إيجاد مركز القطع الناقص، 
والبؤرتان والرأسان والقطبان، وطول المحورين ومعادلة كل من 

المحورين فقط.

للقطع  المحورين  من  كل  ومعادلة  وطول  والقطبين   والرأسين  البؤرتين  جد  مثال  -18 -

.e الناقص ثم جد قيمة                              

(X − 2)2

9
+ (y −1)2

25
= 1

بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص. الحل
                 

(X − h)2

b2
+ (y − k)2

a2
= 1

طول المحور الكبير            وحدة                                                                   
⇒ (h, k) = (2,1)

⇒ a2 = 25 ⇒ a = 5 ⇒ 2a = 10

b2 = 9 ⇒ b = 3 ⇒ 2b = 6 طول المحور الصغير           وحدة   

البؤرتان                                                             

                                                              
الرأسان

                

 معادلة المحور الكبير                  

 معادلة المحور الصغير                  

c = a2 + b2 ⇒ c = 25 − 9 = 16 = 4

F1(h,c + k) , F2 (h,−c + k)

F1(2,5) , F2 (2,−3)

V1(h,a + k) , V2 (h,−a + h)

V1(2,6) , V2 (2,−4)

∴ x = 2

y = 1

-
F1

F1

F2

F2

V1

V1

V2

V2

k

e = c
a

= 4

5
< 1 (الاختلاف المركزي)

(-b + h,k) , (b+h,k)        القطبان
(-1, 1)    ,   (5,1)
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بالنقطتين  ويمر  السينات  محور  على  وبؤرتاه  الاصل  نقطة  مركزه  الذي  الناقص  القطع  معادلة  جد   .5

.(3 ,4)  ,  (6, 2)      
المنحني  تقاطع  نقطتا  وبؤرتاه  الاصل  نقطة  مركزه  الذي  الناقص  القطع  معادلة  جد   .6

 . y2 = 12x  مع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافئ x2 + y2 -3x = 16     

وطول   الاصل  نقطة  في  ومركزه  السينات  محور  الى  تنتميان  بؤرتاه  الذي  الناقص  القطع  معادلة  جد   .7

التي  النقطة  عند   y2 + 8x  =  0 المكافئ  القطع  ويقطع  الصغير  محوره  طول  ضعف  الكبير  محوره     
      احداثيها السيني يساوي (2-) . 

hx2 ومركزه نقطة الاصل ومجموع مربعي طولي  محوريه يساوي  + ky2 = 36 8. قطع ناقص معادلته  

من  كل  قيمة  ما   y2 = 4 3x معادلته   الذي  المكافئ  القطع  بؤرة  هي  بؤرتيه  واحدى   ،  (60)       
      h,k∈R؟

 x2 = 24y  9. جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ

      ومجموع طولي محوريه (36) وحدة. 

الناقص  Q تنتمي للقطع  بؤرتيه  F2(-4,0)، F1(4,0) والنقطة  الذي  الناقص  القطع  معادلة  جد   .10

        بحيث ان محيط المثلث QF1F2 يساوي(24) وحدة.



[2-6-1]



2



3

4
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4. نرســـــــم قطــــــــري المستطيــــــــــــل           

     كما في الشكل (24 - 2) فهما يمثلان

     المستقيمين المحاذيين لمنحني القطــع

       الزائد .        

                                      

                                                                                                     

      

5. نعين البؤرتين F1(c , 0)  ,  F2(-c,0 ) ثم نرسم ذراعي القطع الزائد كما في الشكل (25 - 2).

y

F1(c ,0)F2(-c,0)
x

الشكل (2-25)                             

(0,b)

V2(-a,0) V1(a,0)

(0,-b)

y

x

الشكل (2-24)







[2-7-1]
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ومركزه  الصادات  محور  يوازي  الحقيقي  محوره  الذي  الزائد  القطع  معادلة  على  الحصول  يمكن  ثانياً: 
.(h,k)نقطة

في هذه الحالة تكون المعادلة للقطع الزائد هي : 

(y − k)2

a2
− (x − h)2

b2
= 1 وكما في الشكل (29 - 2)              

F1(h,c + k) , F2 (h,−c + k) البؤرتان هما  
V 1(h,a + k) , V 2 (h,−a + k) والرأسان هما 

                                     

ملاحظـة
سنقتصر في البند [7 - 2] على ايجاد مركز القطع الزائد 

وبؤرتاه ورأساه وطول المحورين.

F1
F2

V2V1

F2(h,-c+k)

y

V1(h,a+k)

V2(h,-a+k)

F1(h,c+k)

x
(h,k)

الشكل (2-29)
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جد احداثيا المركز والبؤرتين والرأسين وطول المحورين والاختلاف المركزي مثال  -22-

                               للقطع الزائد الذي معادلته :
                                        =1(x + 2)2

9
− (y −1)2

4

 بمقارنة هذه المعادلة : 
الحل                             

                                        =1(x + 2)2

9
− (y −1)2

4

طول المحور الحقيقي             وحدة                                                      
     طول المحور المرافق            وحدة                                                      

المركز                                       

(x − h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1

⇒ a2 = 9 ⇒ a = 3 ⇒ 2a = 6

⇒ b2 = 4 ⇒ b = 2 ⇒ 2b = 4

⇒ h = −2 , k = 1
∴(h, k) = (−2,1)

c2 = a2 + b2 ⇒ c2 = 9 + 4 = 13 ⇒ c = 13

∴ F1(c + h, k) , F2 (−c + h, k)

⇒ F1( 3 − 2,1) , F2 (− 3 − 2,1)

V 1(a + h, k) , V 2 (−a + h, k)

V 1(1,1) , V 2 (−5,1)

∴e = c
a

= 13

3

⇒ F1( 13 − 2,1) , F2 (− 13 − 2,1)  البؤرتان 

 الرأسان               

(الاختلاف المركزي)     1<             

(x − h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1

⇒ a2 = 9 ⇒ a = 3 ⇒ 2a = 6

⇒ b2 = 4 ⇒ b = 2 ⇒ 2b = 4

⇒ h = −2 , k = 1
∴(h, k) = (−2,1)

c2 = a2 + b2 ⇒ c2 = 9 + 4 = 13 ⇒ c = 13

∴ F1(c + h, k) , F2 (−c + h, k)

⇒ F1( 3 − 2,1) , F2 (− 3 − 2,1)

V 1(a + h, k) , V 2 (−a + h, k)

V 1(1,1) , V 2 (−5,1)

∴e = c
a

= 13

3

V1 V2

V1
V2

F2
F1

F1 F2

بالمعادلة القياسية

نجد:

لان المحور الحقيقي يوازي محور السينات
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